CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


LIMITE 


1.0 Definições: 

1 - Função: é um conjunto de pares ordenados de números (x, 
y) no qual dois pares ordenados distintos não têm o primeiro 
número do par em comum. O conjunto de todos os valores 
possíveis de x é chamado o domínio da função e o conjunto 
de todos os valores possíveis de y é chamado a imagem da 
função. Ex: y=2-x 

Isto é: X? + y? = 4 (não é função) 


yelmf 
i XX 


f:R>R& Yy, AY, E 
y,elmf 


Gráfico de f é a curva que é formada a partir de todos os 
pontos (x,y) de f, tal que (x,y) € RE. (plano cartesiano). 


2.0 - LIMITE DE UMA FUNÇÃO 


(2x+5Xx—1 


Dada a função f, definida por: f(x)= CEM } tal que 
ig 


xe R—fl) é o domínio. 
Verificaremos os valores de f(x) quando x se aproxima de 1: 
a) pela esquerda: 


x O 0,25 0,5 0.75 0,9 0.99 0,999 0,9999 
109=2x+5|5,0 5,5 6,0 65 6,8 6,98 6,998 6.9998 


(x 1) 


b) pela direita 
x | 2 475 15 125 1,1 1,01 1,001 1.0001 
f(x)=2x+5|9,0 8,5 807,5 7,2 7,02 7,002 7,0002 
(x 1) 
Observe que: 


I) Quando x se aproxima de 1 pela esquerda (que 
representaremos por 1) a função se aproxima de 7, ou 
melhor, se x tende a 1, f(x) tende a 7. 
Il) Da mesma forma, quando x tende a 1 pela direita (17), a 
função se aproxima também de 7, isto é x tende a 1º, f(x 
tende a 7. 
Ill) Se x=0,9999 —  f(x)= 6,9998 

Se x=1,0001 —> f(x)= 7,0002 

Ax=0,0002 — Af (x)= 0,0004 
Esta variação é explicada por: 
f(x)=2x+5 , x= 1 
2x=f(x)- 5 
x = f(x)-5 
x= J(%)-5 


NN 


Sex=x, e x=xp sf 


Ux =)= fa) flo) 
Ar Afix) 
Af (x) = 2Ax 
o que é coerente com o item (III) 

De acordo com os itens observados, se |x - 1| = à, um 
valor pequeno e positivo, | f (x) -7 | = e, também um valor 
pequeno mais com uma relação a 6. 

Graficamente: 


f(x) 


Y 


A 


5 -ô 
(= 550) l 1 


1+8 
Desta forma, quando x tende a 1 temos ô 
0<|x-1|<ô 
O<lf(x) -7|< e e f(x) tende a 7 


2.1 - Definição: 

Seja f uma função definida em todo número de algum 
intervalo aberto |, contendo a, exceto possivelmente no próprio 
número a .O limite de f(x) quando x se aproxima de a é L, que 
pode ser descrito como: 

lim f(x)= L ‚se para qualquer s>0, mesmo pequeno, 

x> dq 

existir 3>0, tal que |f(x) - L| <e sempre que 0< |x - aļ < ô. 

OBS: é importante percebermos que na definição acima nada 
é mencionado sobre o valor da função quando x = a. Isto é, 
não é necessário que a função esteja definida para x = a ,a fim 
de que lim f(x) exista. 


x> a 
No exemplo: 
2x sa 9x +5Ãx— 
im (e SR =) =7, mas Crt D não está definida 
(x—1) (x—1) 
em x=1 


2.2 - Teoremas: 
a) Se limf(x) = Ly e lim fog=Lo > 4 = L, 


x>a x> a 
b) lim (mx + b) = ma + b; o)limc=c 
x> a Xx> a; 
a) limx=a e) Se lim f(x) = Le lim g(x) = M 
x> a x>a x>a 


f) lim [f(x) + g(xy)] =L +M 
x->a 


9) Se lim f4(x)=L4 , lim f(x) = L2 , e 
x>a x>a 
lim f(x) = Ln , então: 
x>a 
lim [A EGEE f= L ti, E.E Ly 


h) Se lim f(x)=L e lim g(x) = M, então : 


x> a x> a 

lim f(x).g(x) = LM 

x> a 

i Se lim fi(x%)= 4 : lim A = Lo... lim fS Ly 
x>a x>a x>a 


lim 409.5 00).../,0) = Lo... 

«= a 

e TOn en €N, então: lim[ GO =" 
x->a t=+a 


então: 


DES 


limf(t)= O 
k) Se im fi) =L e tim ef) e M0, então : 
x-—>a x>a 
tim /00 2 4 
gO M 
sera 
p Se WAWEL entao: im FG) =4L ,seL>0, 
+=: 


nezi se L<0eneN é impar. 


Exercício 
NE. s 
Usando a definição demonstre que: Nin Tó 2 
157 
solução 


Devemos mostrar que YE > 0,16 >Q tal que: 


S de sempreque 0< |t-7|< ó 
t-3 
Agora: 
8 o- 8220-3) 4-2] _ 2-17- 4,05), 
1-3 t=3 | [4:=3) [1-3] [t-3] 


Devemos procurar um limite superior para a fração Eh 
1-3 

Lembre-se que ó é pequeno (-0 (107). Podemos fazer: | t-7| 

<1 

t7|<1 ou 1<t7<1 ou 3<t-3<5 ou 3<|t3|<5 


1 l 1 2 2 2 
ou —> >— ou 2< < 

3 =3] 5 5 (=) 83 
Daí 
2 2/t=7]. 2]t= 
2 jejel EA 

[t-3] 

Como |t-7|< 1 e sabendo que —2|<&, vem: 


q 


t—3 


2 
t-7|=<e out 7kŽe 
3 2 


a 


ə 
tomamos é minimo entre 1 e 3º o qual nos assegura 


que sempre que 1-7 <ô, então | -7|<>e elt-3/>3,0 


que tem-se : 


-2dt-7]. 


1-3 


sempre que (0) < [t-76 j onde 


aS 8 
ó= minia) „demonstrando que lim =? 
t7 


3 - LIMITES UNILATERAIS 


3.1 - Definição: Seja f uma função definida em todo número 
de algum intervalo aberto (a;c). Então, o limite de f(x), quando 
x se aproxima de a pela direita, será L, escrito como: 
lim f(x)= L 4 

x% se para qualquers>0, embora pequeno, existe um 
dm do) 
ö > Otal que: 
|f(x)-L|<e sempre que 0 < x -a <ò 


3.2 - Definição: 

Seja f uma função que está definida em todo número 
de algum intervalo aberto (d ; a). Então, o limite de f(x), 
quando x se aproxima de a pela esquerda é L, escrito como: 


lim f(x) =L < 
se para qualquer £>0, embora pequeno, existe 


x>a 
ô > 0, tal que: 
| f(x)—-L|<£ sempre que -ö< x -a < 0. 

limyx-4=3 

x> 4d 
Teorema: 
i J lim g(x)= lim g(x) 
Him tds) só existe se ENS E 
x>a x>d à xod 
Exercício 

X| se à 

Seja g definida por. g(x) -J x| 240 


2 sex=0 


li s 

Trace um esboço do gráfico de g; Encontre mga) se ele 
x> 0 

existir. 

Encontre: 


q) lim E 


5 , indicando os teoremas | — 
o 3 


x52 


(2) Se f(x) -f 


x-3, x4 lim f(x) 
, encontre 

5 sSê&x=4 x>4 

lim f(x) = lim(x-3)=1 

x>4 x>4 

lim f(x) 

x>4 

os valores de x próximos de 4 mais não iguais a 4. Observe 

que f(4) =5 


Quando calculamos estamos considerando 


W43S€x<] x asse x si 
e g(x)= a 
x+l «Se x>l 2 Se x>l 


BAw -| 

3 lim f(x} A Jim f(x) b) lim g(x} x lim g(x) 
xV xo E xt 

c) 9. 969 d lim f(x)}g(x) lim f{x).g(x} 


xo xo 
4 - TEOREMA DA CONTINUIDADE 


Definição: dizemos que a função f é continua em um número 
a se é somente se as seguintes condições forem satisfeitas: 
E li J= 
1) Existe f(a) i) Existe 1 FO p MOEA 
x>a a 


Se uma destas condições não for verificada em a, dizemos 
que f é descontinua em a . 


Teoremas: 

1) Se feg são duas funções contínuas em um número a, 
então: 

1} f + g é continua em a; 

ll) f - g é continua em a; 

1i) f . g é continua em a, 


IV) — é continua em a, desde que g(a) = 0. 


2) A função polinomial: 
fee by! tba”? it bay + boho = O é continua em todo 
número real. 


3) Uma função racional é continua em todo seu domínio. 


4) Diz-se que a função f é continua no número a se f for 
definida em um intervalo aberto contendo a e se 


vE>0,36>0 tai que: | /(x)- f(a)l< es sempre que 
peal< 8. 


5) Se limgta)=B e se a função f é continua emb, 
D do e 


lim g(x) = f(b) isto é: tim fig) = (img) 


Jra F-ra x>da 

EXERCÍCIO 

Determine todos os valores de x para que a função dada seja 
x+4 


continua: A(x) = 


5 - LIMITES NO INFINITO 
a 
x? +i 


Considere a função f :R— R, definida por: f(x)= 


Um esboço do gráfico de f é mostrado abaixo: 


MATEMÁTICA 


Tomando x com valores crescentes maiores que zero, 
montamos a tabela: 


x |01 2 4 10 100 1000 
8 32 200 20000 2000000 


5 17 101 10001 1000001 


fo) jo 1 


Da tabela observamos que x cada vez maior e 
positivo, os valores de f(x) se aproximam cada vez mais de 2. 
Da mesma forma, para valores de x menores que zero @ cada 
vez menores (decrescente), temos: 


x |-1000 -100 40 4 4 0 
2000000 20000 200 32 


1000001 10001 101 17 


f(x) 


Isto é os valores de x < O quando se formam 
menores ainda, fazem f(x) se aproximar cada vez mais de 2 ( 
ver gráfico). Em outras palavras, f(x) - 2 se tomará tão 
pequeno quanto maior for x (ou menor). Desta forma, para 
qualquer c>0 , ainda que pequeno, podemos encontrar um 
número N > O (ou N<0) tal que | f(x) —2|< £ sempre que x 
>N. Quando a variável independente x está crescendo 
ilimitadamente atraves de valores positivos, escrevemos 
"x—> +0" ou quando ela está descrevendo ilimitadamente 
através de valores negativos, escrevemos “x —> —%© EE 
Através do exemplo, podemos dizer que: 


a 


23 
lim- —=2 
X +l 


Xo 


e definimos: 


E a 
x4l 


tim 


x> 


5.1 - Definição: Seja f uma função definida em todo número 
de um intervalo aberto (a; +% ) o limite de f(x), quando x 
cresce ilimitadamente é L, que pode ser transcrito coma: 

lim f(x) = A 

X> +02 
Se para Yg > O , ainda que pequeno, IN > O tal que: 

| f (x)- L< E sempre quex>N 


5.2 - Da mesma forma, definimos: 


tire | Sistema Eure DE Ensino 


MATEMÁTICA 


Seja f uma função definida em todo número de um intervalo 
aberto (-00 ; a) o limite de f(x), quando x decresce 


iimitadamente é L, que pode ser transcrito como: 
lim f(x) = 4 
X —+ —o0 

Se para Ye > 0, ainda que pequeno, 3N <0, tal que: 
|f(x)-L|<e semprequex<N 


oBs: lim fix) é lim f(x) 
X — + X53-x 


não são necessariamente iguais! 


Jim Jim : =A 
, x? +l 
XxX — 

Teorema: 
Se r é um inteiro positivo qualquer, então: 

lim EN =0 ima =0 
Do Do 

X> + XxX —o 
EXERCÍCIOS: 


Es 
. yy“ +4 ; 3 
1) Calcule M- -7 2) limyx +x -x 


X -> +00 
+ 


Solução: 


1) 
p 2 A fa 
4 ENEY 1+4 
imt E Db paa 
y+4 4 


v+ v+4 
+ Y> y> +o 
j yyl+4i y? i J14 y? i 
ım = Um Ra 
y0+4/v) I+4/y 
y> +o y> +x 


R 2 n E z f 
2) limyx +x -x= +0- ? quem é maior ? 


x + 
f 2 2 
lim X? kx aYA tEn) po aee 
2 
ferrar Vi sr+x 
LS +o x> + 
$ x 
= lim x = lim = 
l 
x? id +x apelos 
x x 
xX -> to X — +% 


3) limbo +x- Ve + =—% — (—00)? 
x>- 


limão +x -4x741 
Ren, 
a 


= (artifício algébrico) . Temos: 


X —+ —00 
Mas: 


a-b? = (a - b) (a? + ab + bô) 


i E x +i +? + (é PA +) Ha) E 
DG 47 leo IEH) 


Ao ey ENE E 
J t f aço en es +) 


xe 


XxS-30 


=lim 


xX +x- i a 
Jæ + x? + Je + Deu +D+ Po + 17 


X —>» —00 


= lim 


-lim œ) E 
porta) def Def of) 
papa, E 

x-0 

=lim œ) = 

e i E 1% 
x +33] l+ [+ ; ++, 
x x x 

X>-0 

o x-1 e RE dfi -+) o 

= lim DE lim Dim E x lima 0 

x —> -æ x > —o a x> —o 

x > —o 


6 - LIMITES INFINITOS 


Seja f: R- R , definida por f(x) = z a figura abaixo é 
( 


um esboço do gráfico de f(x). 
F(x) | 


; 
3 x 


gire | Sistema Eure DE Ensino 


A tabela de valores de x próximos de 3 é dada por: 


x Da fx) 

0 T 1/9 

1 Ya 

2 RR 1 
25 — 4 
J5 a 16 
29 A 100 
2,99 10000 
2,999.. 7? 106.. 
3,001 3,001 
go == 3.01 
31 = 3,1 

— 


OBS: x=29999999 — f(x)=10" 


Isto é, próximos de 3, tanto 2 esquerda quanto 2 
direita. os valores de x fazem f(x) crescer ilimitadamente; isto 
é: 

lim l - =+0| 
(x-3 


x33 lim f(x) = +% 
= 


x>53 


z i 
lim =+ 
-3y J] 


6.1 - Definição: Seja f uma função definida em todo número 
de um intervalo aberto | contendo a, exceto, possivelmente, no 
próprio número a .Quando x se aproxima de a, f(x) cresce 
ilimitadamente, o que é escrito como: 

lim f(x) = +% 

=> i 
Se para VN >0 existir é >0, tal que f(x) > N sempre que 0< 
Ix-al< ô. 


6.2 - Seja f uma função definida em todo número de um 
intervalo aberto | contendo a ,exceto , possivelmente, no 
próprio número a . Quando x se aproxima de a , f(x) decresce 
ilimitadamente, o que é escrito como: 

lim f(x) = —=e 

xa 
Se para YN <0 existir é >, tal que f(x) < N sempre que 0< 
Ix-al< ô. 


Exemplo: 


Se f(x) = — i =» dif Oss 

(x—3) x>3 

OBS: Limites “infinitos” no infinito podem ser considerados. 
Existem definições formais para cada um dos seguintes 
limites: 


1) lim f(x) = +% 2) lim f (x)= -œ 
x —> +0 P a a 

3) lim f(x) = —0 4) lim f(x) = +00 
x> +o x> -e 


Por exemplo: para o item (2). 
Se f(x) for definida em (a; +%), e se para YN >0.3M >0 tal 


que f(x) < N, sempre que M>0. 


Teorema 6.1 
Se r é qualquer número inteiro positivo, então: 
Ed 1 [>æ se "e impar 
lim— =+% lim— = Ê 
1) z Dx |+ se re impar 
xo 0" z0 
Teorema 6.2 
r lim /09=0 
Se a é um número real qualquer, e se f% 
x= 


dim gt) € c=constante # 0, então: 
x>5>a 


)JSec>0 e sef(x)—> 0 , através de valores positivos de 


. g(x) 
im = +00 
fo), SO) 
a 
)DSec>0 e sef(x)—> 0 , através de valores negativos de 
, 20) 
lim =-0 
fx), T 
I-> 


ll) Sec<0 e se f(x) —> 0, através de valores positivos de 
. g(x) 
lim2—— = —oo 


(x), cê fx) 
x->a 

IV) Sec<0 e se f(x) > 0, através de valores negativos de 
lim ge) +00 

(x), f(x) 
x5>a 


O teorema é válido se “x—> a” for substituido por Kat", 
"xa "XxX 400” ou “x —00”, 


OBS: -œ e +æ não são números! São tendências ! 


Teorema 6.3 
imf(x) = +00 img(x) = c = const. 
| Se limftx) e limg(x)= c = const E 
xoa x>a 
Então: lim[ f(x) + g) = +% 
x>a 
1) Se limf(x) = -æ e limg(x) = c = const. 3 
x>oa x>a 
Então: lim[ S(x) + g(x)] = —00 
a 
11) Se limftx) = +% e limg(x)= c (c# 0) f 


x>a x>a 


tire | Sistema ELrre DE Ensino 
lim ZO).gtx) =+0,c>0 
Xx5>a 
Então: 


lim f()g(x) = -%0 <() 
x>a 
IV) Se limftx) = «o e limg(x) = c (cz 0} E 


x>a x>a 
lim (x).g(x) = —c0,c > () 
toa 


Então: 

lim A(x).g(x) =+0,0e<0 

Xü 

Os teoremas acima são válidos substituindo x -> q 
POr: xaT; xa": xs 40 E e ae o 


EXERCÍCIOS 


flo 
Calcule o limite ift- x? ) o 


x50 
solução 
{x-i s R 
lim >> |= lim- [lim 
g x == 
x 0 
x> — > wrx>50 
+ — 
Ha 
nu Ds go 
Encontre lim ES 
X>+ 
solução 
5 [2 
ina Cel jm2- = 
e 3x+5 lim E = o 
a 3 
X — +o EO DESSE 


Portanto, limite do numerador é -1 e q limite do 
denominador é O , onde o denominador se aproxima de O 
através de valores positivos. 

li 2x- x? 
Pelo teorema 6.3 (111), lim 3x45 


X> +oo 


OBS: Nas definições de limite de fo) quando x—> to , 
gerando f(x)-—> toc, N e M, são números chamados 
infimosse N, M <Q 

supremos se N, M > () 


7 - ASSÍNTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS: 


MATEMÁTICA 


7.1- Definição: dizemos que a reta x = a é uma assintota 
vertical do gráfico de uma função f, se pelo menos uma das 
afirmações seguintes for verdadeira: 


D limfix) = +æ m limf(x) = -æ 
x =at xat 
u) limi{x) = +% M limf{x} = -œ 
x>a X> a” 
Exemplo: 


f>05€ 1 
k Sa ap e são verdadeiros 
-aF k<0> (1) e (H) 


J&x)= 


7.2- Definição: Dizemos que a reta y = b é uma assintota 
horizontal do gráfico de uma função f, se pelo menos uma das 
afirmações seguintes for verdadeira: 


j lim f(x) =b i) lim fix)=% 
x> + x>- 
Exemplo: Ha)=—d 
x+] 


PRAES A lim {x)= lim 
Primeiro, consideraremos f% 
153 He 


4 +o X> +oo 


i X 
li = lim =] 
Segundo, consideraremos im fx) Vxl 
X — —oe 
X> 


ta 


HY 


Trace um esboço do gráfico de Jo =, 
3 Vx? +7x+10 


determinando as assintotas horizontais e verticais do gráfico 
def. 


{x<0) 
3x? lir E 
z = Me 
GD 
PER = pa VE a 
k X>- 
PR E 
=lim—=— = lim+ 3x = -o 
—x) 
X> -o 
¥ => —oo 
(x>0) 
= 3x? 2 
lim f(x) = lim === = lim z3x = = lim- 3x = -% 
EA VIC +7x+10 x X> 488 
X > + + + 


Restrição: 5 ” 54 
A -5 2 
x +7x+10>0 
A=(7F —4.10=49-40=9 — ~ 
1743 
= Pontos de 


descontinuidade 


3 


r = 
lim—=3 
2 
yx +7x+10 
x>-5 x" 
2 y 
; -3x £ -x 
=== me =— 
lim = A lir m 
Vx +7x+10 yx” +7x+10 
152" x>- 


8 - TEOREMAS ADICIONAIS SOBRE LIMITES DE 
FUNÇÕES 


8.1 - Teorema: Se ae R* , então i x 
x> a 

lim yx = Na 

x>a 

haeR, lhaeR eimpar 

lim f(x) 


8.2 - Teorema: Se xe Z_ , então 


8.3 - Teorema: Se existe e é positivo, então existe 


=> a 
um intervalo aberto contendo a, tal que f(x) > 0, Yx#a neste 
intervalo. 
lim f(x) 
=> 8 
intervalo aberto contendo a tal que f(x)<O, Vx = a neste 
intervalo. 


8.4 - Teorema: Se existe e é negativo, existe um 


8.5 - Teorema: Suponhamos que as funções f, g e h sejam 
defindas num intervalo aberto |, contendo a exceto, 
possivelmente no próprio a, e que fix) < g(x) < h(x) para 
todo x em I tal que x # a. Suponhamos também que ambos 
£ x imo 
os lim f(x) a lim A(x) 
x>a x-a 
lim g(x) 
xyá 


8.6 - Suponhamos que a função f esteja definida num intervalo 
aberto |, contendo a , com possível exceção em a . Também 


existem e sejam iguais a L. Então 


também existe e é igual a L. 


suponhamos que exista um número M para o qual existe um 
ö>0 tal que f)> M sempre que O |x-al <ô. Então, se 
existe 


tim f(x) e este é igual a L, L£ M . M é dito supremo. 

Tg 

87 «Só no nam ameno toa M, RA 
x 

dito infimo. 

Exercícios 


1) (IME-87) Seja f uma função de uma variável real definida 
por f(x) = En (e™ - e” + 3) onde É n é o logaritmo neperiano. 


a) Calcule o domínio e a imagem de f. 
b) Determine uma função 7 (x) com lim (x) =0 tal que 
x 


f(x) = 2x + y(x), para todo x pertecente ao domínio de f. 
c) Faça o gráfico de f(x), indicando seus minimos e 
máximos relativos e suas assíntotas. 


2) (IME-88) Seja a função 
PPA gel 
“(x)=6 2 
f E E 
a) Determinar os pontos de máximo, mínimo e de inflexão de 


f(x), caso existam. 
b) Trace o gráfico desta função. 


3) (EN-B7) Para x > 0, o valor mínimo de x“ é obtido para x 
igual a: 


1 1 | 
— b- c)— d) — e) 1 
) i ) 3 Va ) 5 ) 
l 
a) (EN-87) NM 120052% vale 
>0 x 
1 l 
a)4 b) 2 c)1 a ot 


5) (EN-87) A área da região do 1º quadrante limitada pelas 
retas y -É é y=Že pela hipérbole p vale: 
9 4 x 


a) = b) n15 c&)1+fn2 
d)2+(n3 e)4 
li a E 
6) (EN-88) sara] = 
Xx5 0 


ao b2 03 da4 Jo 


7) (AMAN-87) O valor de: 
lim | sen 2x + sen 4x — sen x | é 
x — 0| 5senx+sen2x + sen 3x 
a)0,2 b) 0,333... c) 6 d) 9 e) 0,6. 


3 E 
de equação pers > no ponto de abcissa igual a - 


36 09 bo 96 ag e) -18 
: 2 
9) (AMAN-87) O valor im (5) é: 


x> cl x4] 
ae! be o1 d0 eo 


F 2 
10) (AMAN-87) Se foj- 2 22X ta a so)= E então 
E E 


EAS) 


LND 


11) (AMAN-87) Para que se tenha f(0) = e na função 
Ko)=a. e +1, o valor de a será: 


é iguala: a) -2 b-1 oo d) 1 e)2 


L pe ae g 
a) E bje c) e d) A e) 1 


12/AMAN-87) De quantas assintotas o lugar geométrico de 
equação y= sa 

log(x” + 5x 45 
Dispões ? 
a)3 b)2 e) 1 d) nenhuma e) Uma infinidade 
13) (AMAN-88) A área do triângulo que tem dois vértices nos 
pontos de interseção da curva x2 - 6x + y = 0 com o eixo dos x 
803º vértice em coincidência com o ponto máxima da curva é 
igual a: 
a)9 b) 18 co24 d)27 esa 


= + 3cosx, sex £0 
14) (AMAN-88)Sendo Fx) E o valor de m 


msex=0 


que torna f continua em x = Qé: 
a)1 b) 2 925 d}3 e)3,5 


15) O esboço gráfico que melhor representa a curva de 


equação p= 
A) Yy B) yÎ 
o Oss 
x 
N Do 
aa Ana 


p 


MATEMÁTICA 


E) 


X 


16) (AMAN-88) O Coeficiente angular da reta tangente à curva 


de equação y= P + NO ponto de abcissa igual a e°, vate: 
NX 


95 b) i oL dje? e) Infinito 


3e 


17) De quantas assintotas o lugar geométrico de equações 


P 8 

“> dispõe? 

V=1g0 

a) nenhuma b)1 c)2 d)3 ejuma infinidade 


paramétricas E E 


lim 442 -5%41 z 


18) (CBERJ -87) Se q =L e 
HSH+O 3x + 7x? 

li - 2 
Ea l Zt y= l, e então: 

¥> (x+) (xp 

a) Lı < L> b) Lı > Lz c) l2 = Lz 
H 20 24 

d) -4-2 e) Li . L2 = À 

DTR Ere 


19) (CBERJ-87) Se x + 2 898 = 3,902, então x'º vale 
aproximadamente: 
a) 1,041 b) 1,200 ©) 1,324 d) 1,480 e) 1,500 


b r 

20) (CBERJ-87) O valor da integral Í (xr -dx é: 
a 

a)49 b)773 2 d) 49/3 e) 46/3 


21) (CBERJ-87) Considere as seguintes afirmações: 
b 7) 

nfo a=-f yo 
q 


2) Se y = e”, então y' = - e” 

PM 

4) Se (Vo) = 27, então x* =Š, 3 

5) Se A ={0,3 }, então P9A) = teBl,03)] 
OBS: p(A) conjunto das partes de A 

As falsas são: 

a) 3,4,5 b) 2,3,5 c) 2,3,4 
d) 1,2,4 e) 1,2,3 


22) (CBERJ -88) Sendo b > 1, o limite da soma s = b- 1+b!'- 
+ quando o númera de parcelas tende a infinito, é: 


MATEMÁTICA 


br b br b 2b 
a) z b ado Td ; 6 è 
E 5-1 TS ) dire | poi 


23) (IME-89) Esboce o gráfico da função 
v=f0)=5x - x7? , assinalando os pontos críticos. 


l x 
24) (EN-89 
e ) 02-2x° +x 


x a 
e b- dqd; 00 


25) (EN-89) lim ; Nl+senx —-v]=senx 


x> x 


ajél b)é0 c)não existe dé+o eé-l 
26) (EN-89) Considere o gráfico da função f, dado abaixo, 
onde f é continua 

+ 


descontinuidade, 


a) yx em e derivável Yx = R,x+0 

b) e derivável Yx em, x + 0 

c) yx eM, x + 0 derivável Yx =R, x+0ex=#2 
d) e derivável Yx cR, x +2 

e) Yx eN, x= 2 e x + 0 e derivável vx cM, x = 0. 


EA 


27) (EN-89) Se f(x) = tg” 2x podemos afirmar que e z) é 


igual a 
a) 0 b)72 c)144 d)96 e)24 


X 
28) Dada a função | [E para x*2 | calculando em seu 


y 
[O para x=2 
gráfico a área S formada pela curva da função, o eixo 


xx! entre 2 <x < 4, temos: 
a)2,9<S< 30 bS=3,9 
d)1,1<S< 10,7 e) S < 12,5 


c) S=8,7 


29)(AMAN-89) No ponto (1,0) a curva Y = Lx admite uma 
tangente t. As coordenadas do ponto M onde a curva Y = et 
tem tangente paralela a t são: 

a) (1,1) b) (1,0) c) (-1,0) d) (0,1) e)(0,-1) 


30) (IME-90) 
lim ( P 
fix)= x" + 
n>: 


Calcule o valor da f em cada ponto e esboce seu gráfico 


Considere a função 


Un 
=) definida em 0 < x < œ 
x 


alx 
31) (EN-90) A função ya, quanto à continuidade. 
x 


classifica-se como: 

a) contínua; b) descontínua unilateralmente, 
c) descontínua em x = “0; d) descontínua com salto finito 
e) contínua apenas em x = 2. 


32) (EN-90) O coeficiente angular da tangente à 

x? + 2yº = 28 no ponto P(-1,0) é: 

a) 1 boo co d)-© eo 

1+ (0) 
f0) 


= V2x-1, então W é igual a: 
a) 0 bjo co d) 1 e)2 


onde f(x) = sen(1+x)e f(x) 


33) (EN-90) Se W = 


34) (EN-90) Ao fim de 2 segundos, a velocidade de um móvel 
que percorre uma trajetória, cujos deslocamentos são dados 
por: e=2É -t+t-4, é de: 

a)10m/s b)15m/s c)21m/s d)12m's e) 19m/s. 


35) (EN-90) A função Y = e* - 1 - x, relativamente a seu ponto 
de abcissa x = 0, é: 

a) crescente abcissa -œ < x < 0; b) crescente para -o < x < 0; 

c) descontinua; d) abcissa de inflexão. e) abcissa de máximo. 


36) (EN-90) Sendo Y = e" xl então, sua tangente em x = 2 
tem por inclinação o ângulo & igual a: 
a) m/4rd b)z/3rd c)xird d)ri2rd ejordr 
li E E 
37) Amano 0 | SSe o 
x> 0 x-sen x 


a) -1 b) 1 c) 0 d) 2 e)% 


é igual a: 


38) (IME-91) Dada a função racional: 


3 2 
$ x +a“ +bx+e 
{ix == b,emn,p EZ 
mx +nx+ p 


19) (2) =0 


2°) Para x = -1 tem-se uma indeterminação do tipo 2 


3º) Jaj==6 


x—>l 
4°) x = 1 é raiz do polinômio mx? + nx + p 
1 
5°) f(3) = —— 
(4) 
39) (IME-91) a) A partir do estudo da variação do sinal das 
funções 


Sistema Eue DE Ensino 


fo) = En (1%) -xe go = End rs -x+ E deduza a 


2 


relação x- a <tltx)<x Yx E(0,+00) 


b) Sendo n EX seja: 
n-i 


1 2 
P(n) = (1+ = XI + gel Pe ) 
n n n 
Mostre que sen z o, P(n) admite um limite e calcule esse 
limite. 


4 2 
40) (EN-91) O mínimo valor de L +x? 45 x real, é: 


(x) +41)? 

a) 0,50. b) 0,80. c) 0,85. 
d) 0,95, o) 1. 
41)(EN-91) Calcule tim xe 

x5> 0" 
MO di bz de so. 
42) Se f(x) =in sen determine z) 
a) -1n 2. b1 o A d2 a. 


43) As tangentes à curva de equação Y = x? que passam pelo 
ponto P(-2,0) formam ângulo a. Determine tga. 


LIMITES ESPECIAIS 

O cálculo de limites de determinadas funções 
apresentam singularidades algébricas. Esses limites são 
chamados limites especiais que serão apresentados a seguir. 


O NÚMERO NATURAL e 
Considere a função F definida de R em R por: 
F (h}= (1+ h)"” 


Determinamos Os valores ga função para alguns valores deh 
Próximos de zero. Esses valores estão na tabela abaixo: 


h | F(h) 
1 2 
0,5 2,25 
0,05 2,65 
9,01 2,70 
0,001 2,7169 
-0,001 2,7196 — h0 
-0,01 2,73 
-0,05 2,79 
-0,5 4 


Observe que o valor de F(h) estará entre 2,7169 e 2,7196 para 
valores de h = + 0,001 . Isto nos leva a concluir que 


lim F(h)= L seráum número entre 2 e 3, 
h>0 


Este número É calculado Por séries e Sequências e é dado 
por: 


1 
limt +A = e= 2,7182818. 
h50 
Que é Chamado número natural Ou neperiano. 


Matemática 


Da mesma forma Se y= : Qdo. h 0 > y>, 


x 1y 
limf $ 3) = €. 0 que torna 1º um valor indeterminado. 
F 


hoü 


LIMITES ESPECIAIS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
sent 
—— = 1 
t 


» lim 


e -cosy . igt 
2 lim 3 lim =: 
150 t o È 
Exercicios de Revisão 
=áfrcicios de Revisão 
e 
à sex = 0 
1) Dada f(x) = x 
l se x=() 


a) Demonstre que f é continua emo 
b) Demonstre que f é diferenciável em 0 e encontre fo). 


e'e 
DX sr Sexzx0 
2) (EN/70) Dada Jœl e -2em 
l se x=0 
a) f é continua em 0? 
b) encontre Tim f(x) se existir. 
Epa 
3) Calcule o limite, se existir. 
iii 
a) lim (sen? yy” b) lim (3) 
rrj? 150" x. 
1 
. [ senx)r R In(inx) 
c) lim d) lim — 0. 
*501 y Arara n(x = Inx) 


re ~ 
9 lim —— -2 


"2 l= senx cos x 
i 
E , (x — arctgx) 
lim (e — xyz lim 5 
ú em é ) 9) 420 4x? 
4 3x? + l- cosx 
h) lim—— 0 ì) lim — 
x-0 2 *50 senx 
I-cos >y 
2 
l 
. sen mx 270% 
d lim «man k) lim 
*>0 senny Fo 7/2 cosx 
b 
1) lim m) lim(l +ax) azb 
*50 Cosx 2-0 


ELITE 
ex a=5 
à a 
n) lim(1+.2) Ro, 
ol Da 
ca 


4- Demonsire que lim 


= 


a 


log, (l +x) 
E —log,e 
XxX 


=Ina 


7- Demonstre que lim 
0 x 


8- Demonstre que se x <1 , In x < x. 
9- Determine um número ò para o € dado, de tal modo que | 
f(x) - L] < € sempre que 0< |x - a| < ò, sendo lim f(x) = L, 


xoa 


=q 


para: 


f 1 
a) limvVx = |; €=0,002 b) lim—— =- ; €=0,02 
151 r52x+1 3 


10- Calcule o limite : 


 J5+2x o yel 
a) limi b) lim 
153) 5-x 151 y= 
Ee set<-1 


©) F(x)=4V1-x? se -1<1<1, limPGO e limF&) 
ka setz1 


3 x +5 x +5 
d) lim(x*+1-x) e) lim a 3 f) lim 


x> x34 y x—o 2x—4 
À l 
g) lim xsen— 
yoo x 
o: cc lany 
h) lim i) lim EE a 
or X—T E 
rF 5 >H—X 
2 
cosec3x 4 
pilim— k) lim arc tg x cotgx 
«50 cotgx 407 
DR ESTO: 
. Inx | Nx +l- +l 
) lim —= m lim— ~ 
r> aX 150 x 


n) lim (V +t -4x +4) 


Io 


